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Resumen

Nombre del Autor(a). Titulo del Trabajo de Grado. Anteproyecto - Facultad de Cien-

cias Basicas, Programa de Matematicas, Universidad del Atlantico, Colombia, 2025.

La descomposicion QR es una de las herramientas fundamentales en el algebra lineal numérica, utiliza-
da ampliamente en la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales, problemas de minimos cuadrados y en
la determinacion de valores propios. En este trabajo se estudian dos métodos clasicos para obtener dicha
factorizacion: el proceso de ortonormalizacion de Gram—-Schmidt y las transformaciones de Househol-
der. El primero permite construir una base ortonormal a partir de un conjunto de vectores linealmente
independientes, garantizando una factorizacion directa y conceptualmente clara. El segundo, basado en
reflexiones ortogonales, ofrece un procedimiento mas estable desde el punto de vista numerico y eficiente
para calculos computacionales. Se presentan las ideas tedricas basicas de cada método, asi como ejemplos

de aplicacion y analisis comparativo de sus ventajas y limitaciones.

Palabras clave: Descomposicion QR, Gram-Schmidt, Transformaciones de Householder, Algebra Lineal

Numérica.



Abstract

Nombre del Autor(a). Titulo del Trabajo de Grado en Inglés. Undergraduate Thesis
- Faculty of Basic Sciences, Mathematics Program, University of Atlantico, Colombia,
2025.

The QR decomposition is one of the fundamental tools in numerical linear algebra, widely used in
solving systems of linear equations, least squares problems, and eigenvalue computations. This work stu-
dies two classical methods to obtain such factorization: the Gram—-Schmidt orthonormalization process
and Householder transformations. The first method builds an orthonormal basis from a set of linearly
independent vectors, providing a direct and conceptually clear factorization. The second method, based
on orthogonal reflections, offers greater numerical stability and efficiency for computational purposes.
Theoretical foundations of each method are presented, along with illustrative examples and a comparative

analysis of their advantages and limitations.

Keywords: QR Decomposition, Gram-Schmidt, Householder Transformations, Numerical Linear Alge-

bra.
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Introduccion

La descomposicion QR es una de las herramientas mas importantes del algebra lineal numeérica y
ocupa un lugar central en el analisis de métodos computacionales aplicados a la resolucion de sistemas de
ecuaciones lineales, problemas de minimos cuadrados y calculo de valores y vectores propios. Su relevancia
radica en que permite reescribir una matriz dada A € R™*" como el producto de dos matrices: una matriz
ortogonal (o unitaria en el caso complejo) y una matriz triangular superior. Esta factorizacion no solamente
proporciona una descripcion estructural de A, sino que también ofrece ventajas desde el punto de vista

numeérico y computacional.

De manera general, se busca escribir

A=QR, (i1)

donde Q € R™*™ es una matriz ortogonal que satisface Q7 Q = I,y R € R™*" es una matriz triangular
superior. En el caso en que A tenga rango completo y m > n, la factorizacion se puede restringir a una
forma mas compacta en la que ) es de dimension m X n con columnas ortonormales y R es una matriz

n X n triangular superior.

La descomposicion QR tiene multiples aplicaciones practicas. Una de las mas conocidas aparece en la
resolucion de problemas de minimos cuadrados, en los que se busca aproximar una solucion a un sistema
Ax = b que, en general, no tiene solucion exacta debido a que b no pertenece al subespacio generado por

las columnas de A. Al escribir A = QR, el problema se transforma en resolver
min [|[Azx — b|j2 = min ||QRz — b||2,
T x
lo cual, gracias a la ortogonalidad de (), se simplifica a un problema con R, que es triangular superior y
mucho mas facil de manejar computacionalmente.

Otra aplicacion fundamental de la descomposicion QR esta en los algoritmos de valores propios. El
método iterativo conocido como algoritmo QR emplea reiteradamente la factorizacion QR para aproximar
los autovalores de una matriz, lo cual constituye uno de los algoritmos mas importantes y robustos en el

campo de la computacion cientifica.

Existen diversos métodos para calcular la descomposicion QR. Entre los mas estudiados y utilizados

se encuentran el proceso de ortonormalizacion de Gram—Schmidt y las transformaciones de Householder.

Elmétodo de Gram—-Schmidt es un procedimiento clasico que permite construir, a partir de un conjunto

de vectores linealmente independientes, una base ortonormal del subespacio que estos generan. Sea

A =lay,az,...,a,]
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una matriz con columnas a; en R™. El algoritmo procede de la siguiente manera:

a
1. Se toma q; = LI
llax |
2. Para k > 2, se define
k—1
U
up = ag — Y {0k, q)q,  qr = Tl
i=1 F
De esta forma, se obtiene una matriz Q = [q1,¢2, ..., ¢n] con columnas ortonormales, y la matriz

triangular R queda definida a partir de los coeficientes (ay, ¢;). La principal ventaja del método es su
interpretacion geomeétrica clara y su sencillez conceptual. Sin embargo, presenta desventajas numeéricas: en
presencia de redondeo, puede perder ortogonalidad, por lo que existen versiones modificadas del algoritmo

que buscan mejorar su estabilidad.

El método de las transformaciones de Householder utiliza reflexiones ortogonales para transformar
la matriz A en una forma triangular superior. Una reflexion de Householder se construye a partir de un

vector v € R™, y esta definida por la matriz

Dicha matriz es simétrica y ortogonal, y tiene la propiedad de reflejar un vector con respecto al subespacio

ortogonal a v.

En el contexto de la factorizacion QR, se busca una secuencia de transformaciones Hy, Ho, ..., Hy,

tales que
Hy---HyH1A=R,

donde R es triangular superior. Como consecuencia, se tiene que
A= (HHy---H,)TR,

lo cual proporciona la factorizacion deseada con Q = (Hy H - - - Hy)T. Este método resulta mucho mas es-
table desde el punto de vista numeérico y es ampliamente preferido en implementaciones computacionales

modernas.

El contraste entre Gram-Schmidt y Householder es un tema central en la practica del algebra lineal
numérica. Mientras el primero ofrece claridad conceptual y una interpretacion directa de la construccion
de una base ortonormal, el segundo se impone en aplicaciones reales por su estabilidad y eficiencia en el
manejo de errores de redondeo. De hecho, la mayoria de las bibliotecas numéricas actuales, como LAPACK,

implementan variantes del método de Householder para calculos de factorizacion QR.

Por otro lado, también existen métodos basados en rotaciones de Givens, que resultan particularmente
utiles cuando se desea introducir ceros en posiciones especificas de la matriz, siendo ideales para matrices

dispersas.

En este trabajo se abordara en primer lugar la fundamentacion teérica de la descomposicion QR, inclu-
yendo sus definiciones y propiedades esenciales. Posteriormente, se detallaran los algoritmos de Gram-

Schmidt y Householder, junto con ejemplos que ilustran sus diferencias practicas. Finalmente, se discutiran
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aplicaciones concretas en la resolucion de sistemas de minimos cuadrados y en métodos de valores propios,

presentando ademas una comparacion de eficiencia y estabilidad numérica.

La amplitud de aplicaciones de la descomposicion QR, sumada a la riqueza de los métodos para su
calculo, hacen de este tema un punto de convergencia entre la teoria del algebra lineal y la practica de la
computacion cientifica. De alli su importancia en la formacion académica de matematicos, ingenieros y

cientificos aplicados.



Capitulo 1

Transformaciones de Householder

En este capitulo se presenta un método alternativo al proceso de Gram-Schmidt para la obtencion de
la descomposicion QR: las transformaciones de Householder. A diferencia del procedimiento clasico de
ortonormalizacion, este enfoque se basa en la construccion de reflexiones ortogonales que eliminan sis-
tematicamente las entradas de una matriz por debajo de su diagonal principal. El método es numéricamente

mas estable y constituye la técnica preferida en implementaciones computacionales modernas.

1.1. Concepto de Reflexion de Householder

Sean V' un espacio vectorial sobre un cuerpo F, dotado de un producto interno (-, -), S un subespacio
vectorial de V', y 8 = {qu, - . ., qn } una base ortonormal de S. Dado v € V, un elemento ¢ € S definido

por
n

b= (v.q5)9 (1.1)

=1

es la proyeccion ortogonal de v sobre Sy w = v — ¥ es la proyeccion ortogonal de v sobre S*.

Ahora, seau € R" con ||ul|2 = 1y S el subespacio vectorial de R" generado por u, o sea, S = span(u).

Dado x € R", vamos a encontrar la proyeccion ortogonal de x sobre S. Observe que la proyeccion @ = au

T

satisface (x — au,u) = 0. Por lo tanto, o = u”'z, y asi & = au = (u” x)u es la proyeccion ortogonal de

x € R" sobre S = span(u).

Consideremos ahora el vector £ = z — 2. El vector & representa la reflexion de z sobre el comple-

mento ortogonal de S. Note que

T=x—2u
=z —2(ulz)u
=z — 2uul)zx

= (I —2uu")z = Hz.

Lamatriz H = I2uu”, con ||u|2 = 1 es la matriz de Householder, también conocida como reflector
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de Householder. Es facil ver que H' = H y H? = I, por lo tanto H es ortogonal.

Construccion de la Descomposicion QR

1.2.
Sea A € R"™*" conm > nyrango(A) = n.Laidea es construir matrices de Householder Hy, ..., H,, €
R™>™ tales que
H,H, 1---HH1 A = R, (1.2)
donde R € R™*" tiene la forma bloque
(1.3)

R ~
R = ; R € R™ " triangular superior.

O(mfn) xn
En particular, si definimos Q = (H1Hs - -+ H,)", entonces A = QR constituye una descomposicion QR

de A.
Sea z € R™, x # 0. ;Cual es el reflector de Householder H € R™*™ tal que Hz = ey, en donde

a#0ye =[1,0,...,0]" € R"? Note que
wl's) =z —ae;. (%)

Hr=ae; = (I-2wuDz=ae; = z—2ulu’z)=ae; = 2u(
Siulz =0, no hay nada que hacer, pues en este caso tenemos Hx = x (es decir, la reflexion de = sobre
span{e; } es el propio x). Suponiendo u”'z # 0, observe, a partir de (%), que

1

U = m = Bz — aey),

(x —ae) =

con B = 1/2(u"x). Es decir, el vector u buscado debera ser paralelo al vector 2 — ae;. Vamos a definir

@ = = — «ey. Para determinar «, note que

[Hz|2 = [Jaerl2 = |aflle1]l2 = |al.

Hx =ae; =
Como H es ortogonal, tenemos que ||[Hz||2 = ||z||2. Luego, debemos tener |a| = ||x|2, es decir, a
+||z||2 Asl, @ = x % ||z||2€1, y definiendo
u

U N
y 4 =x = ||z]e.

obtenemos
H:I—2uuT, conu = ——
]2
Observe que
z1 % ||zl
T2
u =
In

Problema: ;Qué signo escoger en la construccion de Householder?
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Seaz € R"”, z # 0, y consideremos el reflector de Householder que lleva x a un multiplo del primer
vector canonico e; = (1,0, ...,0)”. Hemos definido
0

U=z £ ||z|2e1, u = H=1-2uu’.

lall2”

El problema consiste en determinar cual signo =+ utilizar. Si z; > 0 y elegimos
U= x— |z[l2e1,

entonces la primera coordenada es 47 = x1 — ||z||2, que puede ser muy cercana a cero si z; & ||z||2.
En ese caso, 4 queda casi nulo en la primera componente, lo que provoca cancelacion de digitos y puede
introducir errores de redondeo graves en la implementaciéon numérica. De manera analoga, si z; < 0y
elegimos

U=z + ||z|2e,
también podemos tener %1 = 0, con el mismo problema.

Para evitar cancelacion, siempre se escoge el signo de modo que %) quede lo mas grande posible en
magnitud. Esto se logra tomando

@ =z + sgn(r) ||z||ze1,

donde

+1, sizy; >0,
sgn(z1) =
-1, siz; <O0.

Con esta eleccion, ) = 1 + sgn(zy)||z||2 tiene magnitud al menos 2|z

, 1o cual asegura estabilidad

numérica. El reflector de Householder que lleva x a — sgn(z1)||x||2e1 se construye como

__z+sgn(ay) [|lz]l2er
|z + sgn(z1) |z2e1 ]2

H=1-2uu’,

Observacion 1.1. Siz # 0 pero ||z||2 ~ 0, también podemos tener problemas numeéricos. Para evitar esto,

antes de aplicar el reflector de Householder definimos

X

1]lo”

=
de modo que la mayor componente de  sea igual a 1.

Observe que

]2
[l

x
Hz = sgn(zy) ||z]2e1 <= H<> = sgn(x;) el.

[

Hi = sgn(an) ||z e1.

Pero
T

[E41P8

|zl

2 l#lleo’

por lo tanto
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En conclusion, al normalizar previamente x con la norma infinito, garantizamos que la mayor componente
de & sea exactamente 1. De este modo se evita pérdida de precision en la construccion del reflector de

Householder y se asegura un comportamiento numeérico mas estable.

Finalmente, veamos como aplicar los reflectores de Householder para obtener la factorizacion QR de

una matriz A € R"™*" con m > n y rango(A4) = n.

Paso 1: Sea a; la primera columna de A. Defina

ar
. . a1 m o . T m
r=a1=| _ | eR™ 1 = x + sgn(ai)||x||2e1, er1 =[1,0,...,0]" € R™
am1
Luego B
w = Hy =1 - 2uul,
[ ]2
y asi obtenemos T 0
SR N
1 1 1
0 agp as a2p
1 1 1
AV =mA=|0 aéz) CL:(33) g‘)n)
o ol o

(1)

Paso 2: Sea a5, ' la segunda columna de AWM Defina

(1)

(a9
afy
z=| 2| eR™ dy=ax+sgn(a)|zleer, e =[1,0,...,07 e R™ L.
1)
Am2
Defina ~
Ug = }L2 s ﬁg =1- 2u2u2T.
[[t2]|2

Si extendemos ]/%\[2 a dimension m X m, obtenemos
1 0
Hy = ~ |.
0 Hy

Tenemos entonces

o O =

Hy
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para obtener

I e
2 2 2
0 azy agy Aop
A —HHA=] 0 0 af al?
| 0 0 ag?d a%_
Paso 3: Sea agQ) la tercera columna de A(?), Defina
(2)
@33
= : e R™2, U3 = T + Sgn(a%))HxHQel, e1 = [1,0,
a(2)
m3
Definimos
U3 = 7= H:I—Quu, Hy = ~
°7 sl ’ R ’ [0 HJ
De esta forma obtenemos
r (3 3 3 3)7
TTET
3 3 3
0 ayy agg Ao
A®) = HyHy A= 0 0 af) al)
(0 0 0 ah
Paso k: Sea a,(f_l) la k-ésima columna de A*~1), Defina
) T
al(ek :
k-1
T = (kfrl)k = Rm_l’”'l, U = T + sgn(agz_l))Hngel, er =[1,0,...
(k—1)
- amk -
Luego .
up = fi, Hy=1- Qupuf,
k2
y extendemos Hy, a dimensién m x m definiendo
I 0
H,=| "' 2 |.
0 H;
De esta manera ®) ®) ®)
ai;’ ayg a1
k) o)
A® = H H, 1 HyH A = 2.2 2"
0 0 o),

(2 (2 (2

(2)7

,0]7 € Rmk+1,
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Al final del proceso obtenemos
R=H,H,_1---HH A,

donde R € R™*™ es triangular superior. Ademas,
A=HIHY...H'R = QR,

con
Q=HH]---H e R™™,

que es ortogonal, y

A~

R= R e R™" triangular superior.

9

1.3. Ilustracion

Consideremos la matriz

Paso 1 (columna 1)

Tomamos z = A(:,1) = (4,3,0)7, ||z]l2 = 5y er = (1,0,0)%. Con la regla del signo, ii; = x +

llz|l2e1 = (9,3,0)T. Normalizamos w1 = @1 /||t |2 = %(9,3,0)T = \/%T)(?” 1,0)”. El reflector es
, 980 -2 -2 0
Hi=I-2uup =I—-2513 1 0/ =|-% 5 0
000 0 0 1
Aplicando H;:
-5 =2
AV =mA=1]0 1
0 )

Paso 2 (columna 2, filas 2-3)

Tomamos el subvector z = A(1(2:3,2) = (1,5)7, con ||z||s = V26 y e1 = (1,0)”.

U2

 laslle”

Gy =+ ||zll2er = (1+V26,5)",  u
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El reflector reducido es .FAIQ =1- 2u2u2T € R2%2, Lo extendemos a m X m:

100
Hy = |0 con Hy(2:3,2:3)=Hy.
0 (1,1)
Aplicando Ho:
-5 -2
A® = AW = | 0 —\26| =R
0 0
Matriz )

Como los reflectores son simétricos y ortogonales,
Q = H1H,, A=QR.

En forma explicita,

4 326 3126
5 130 26 -5 —2
_ 3 21/26 21/26 _
Q=|-5 & -~ | B=]0 -V,
0 5v/26 V26 0 0
26 26

y se verifica QTQ = Iy A = QR.

Nota sobre signos. Si se desea que la diagonal de R sea positiva, basta con cambiar el signo de la

columna correspondiente de () y la fila correspondiente de R (lo que no altera el producto QR).
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Capitulo 2

Referencias bibliograficas en IATEX

En este capitulo se explica como manejar citas y bibliografia en KIgX. El método mas comun es usar
un archivo .bib (BibTeX) que contiene las referencias, y luego citarlas en el texto con comandos como

\cite.

2.1. Archivos .bib

Un archivo bibliografia.bib almacena las referencias en formato BibTeX. Cada entrada tiene un

tipo (articulo, libro, tesis, etc.), una clave, y los campos necesarios. Ejemplo de archivo bibliografia.bib:

@book{knuth,
author = {Donald E. Knuth},
title = {The Art of Computer Programming},
publisher = {Addison-Wesley},
year = {1998},

Una buena idea es buscar la referencia usada en el sitio Google Scholar (https://scholar.google.
com/). En la figura abajo se muestra la busqueda del libro Numerical Mathematics de Alfio Quarteroni,

Riccardo Sacco y Fausto Saleri.

numerical mathematics quarteroni n

ero] Numerical mathematics

A Quarteroni, R Sacco, F Saleri - 2006 - books.google.com

... One of the purposes of this book is to provide the mathematical foundations of numerical
methods, to analyze their basic theoretical properties (stability, accuracy, computational ...

Y% Guardar 99 Citar Citado por 4076 Articulos relacionados Las 17 versiones
Figura 2.1: Busqueda en Google Scholar

Para extraer los datos de la referencia e insertarlos en el archivo bibliografia.bib, le damos clic en

donde dice Citar (parte inferior de la figura arriba), y aparecera algo como lo siguiente:
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X Citar

APA  Quarteroni, A., Sacco, R., & Saleri, F. (2006). Numerical
mathematics (Vol. 37). Springer Science & Business Media.

ISO 690 QUARTERONI, Alfio; SACCO, Riccardo; SALERI, Fausto.
Numerical mathematics. Springer Science & Business Media,
2006.
MLA  Quarteroni, Alfio, Riccardo Sacco, and Fausto Saleri. Numerical

mathematics. Vol. 37. Springer Science & Business Media,
2006.

BibTeX EndNote RefMan RefWorks

Figura 2.2: Citas en Google Scholar

Seleccionamos la opciéon BibTex y obtendremos la referencia para copiarla y pegarla en el archivo de

la bibliografia.

2.2. Citas en el texto

Una vez definido el archivo . bib, si deseamos citar una referencia usamos el comando \cite{etiqueta referencia},

por ejemplo, el libro de Quarteroni esta definido como:

@book{quarteroni,
title={Numerical mathematics},
author={Quarteroni, Alfio and Sacco, Riccardo and Saleri, Fausto},
volume={37},
year={2006},

publisher={Springer Science \& Business Media}

donde la primera linea corresponde a la etiqueta de la bibliografia, en este caso, "quarteroni”. Por lo tanto,
para citarlo debemos colocar \cite{quarteroni}. En esta plantilla hemos usado el estilo alpha, el cual
muestra la letra inicial del apellido de cada autor seguido de los ultimos dos digitos del afio. Por ejemplo,
al citar el libro de Quarteroni quedaria: [QSS06]. Para mas detalles sobre estilos en las referencias, lea la

documentacion disponible en el sitio oficial del paquete natbib: https://ctan.org/pkg/natbib.
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Capitulo 3

Figuras y Tablas en IXIEX

El uso de figuras y tablas en KIgX es fundamental para presentar datos, graficos y resultados de ma-
nera clara y profesional. En este capitulo se explicara como insertar imagenes, darles un titulo (caption),

referenciarlas y crear tablas bien formateadas.

3.1. Insertar figuras

Para trabajar con imagenes, debe cargarse el paquete graphicx en el preambulo (ya esta cargado en

esta plantilla). El entorno basico para insertar una figura es:

\begin{figure}[ht!]
\centering
\includegraphics[width=0.6\textwidth]{ejemplo.png}
\caption{Ejemplo de figura en \LaTeX.}
\label{fig:ejemplo}

\end{figure}

Al referenciar en el texto: “como se observa en la Figura 3.17.

e JATX projec

Figura 3.1: Ejemplo de figura en BIEX

Opciones de tamaiio:
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s width=0.5\textwidth: escala relativa al ancho del texto.
= height=b5cm: ajusta la altura fija.

» scale=0.8: factor de reduccion.

Posicion de figuras: El argumento opcional del entorno ([h!], [t], [b]) controla la ubicacion:

h: aqui.

t: parte superior.

b: parte inferior.

3.2. Tablas en KIEX

Para crear tablas simples se usa el entorno tabular.

\begin{table}[h']
\centering
\caption{Ejemplo de tabla bdasica.}
\label{tab:ejemplo}
\begin{tabular}{|clclcl}
\hline
Nombre & Edad & Ciudad \\
\hline
Ana & 23 & Barranquilla \\
Luis & 30 & Bogota \\
Marta & 27 & Medellin \\
\hline
\end{tabular}
\end{table}

Nombre | Edad Ciudad
Ana 23 | Barranquilla
Luis 30 Bogota

Marta 27 Medellin

Cuadro 3.1: Ejemplo de tabla basica.

La Tabla 3.3 consiste de un conjunto de datos serologicos correspondiente a 8.870 personas, recopilado
antes de la introduccion de la vacuna contra el sarampion, las paperas y la rubéola en el Reino Unido. Dicho
conjunto se utiliza en un modelo cuyo proposito es describir la tasa a la que los individuos susceptibles
adquieren la infeccion por estas enfermedades a diferentes edades. La tabla presenta la proporcion estimada

de seropositivos dentro del segmento no vacunado de la muestra, dividido en 29 grupos etarios.
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Grupo de edad

Proporcion de seropositivos

Grupo de edad

Proporcion de seropositivos

(anos) Sarampion | Paperas | Rubeola (anos) Sarampion | Paperas | Rubeola
[1,2) 0.207 0.115 | 0.126 [17,19) 0.898 0.895 | 0.869
[2,3) 0.301 0.147 | 0.171 [19,21) 0.959 0911 | 0.844
3,4) 0.409 0389 | 0.184 21,23) 0.957 0.920 | 0.852
[4,5) 0.589 0516 | 0.286 [23,25) 0.937 0.915 | 0.907
[5,6) 0.757 0.669 | 0.400 [25,27) 0.918 0.950 | 0.935
[6,7) 0.669 0.768 | 0.503 [27,29) 0.939 0.909 | 0.921
7,8) 0.797 0.786 | 0.524 29, 31) 0.967 0.873 | 0.8%
8,9) 0.818 0.798 | 0.634 31,33) 0.973 0.880 | 0.890
[9,10) 0.866 0.878 0.742 [33,35) 0.943 0.915 0.949
[10,11) 0.859 0.861 | 0.664 [35,40) 0.967 0.906 | 0.899
[11,12) 0.908 0.844 0.735 [40, 45) 0.946 0.933 0.955
[12,13) 0.923 0.881 | 0.815 [45,55) 0.961 0.917 | 0.937
[13,14) 0.889 0.895 0.768 [55,65) 0.968 0.898 0.933
[14,15) 0.936 0.882 | 0.842 (65, +00) 0.968 0.839 | 0.917
[15,17) 0.889 0.869 | 0.760

Cuadro 3.2: Ejemplo de una tabla mas elaborada.

Se puede observar que la tabla anterior excede los margenes del texto. Para evitar este problema,

se emplea el comando \resizebox{\textwidth}{!}{Entorno tabular}. Dicho comando ajusta au-

tomaticamente el tamano de la tabla para que se adapte al ancho de la pagina, sin sobrepasar los margenes

establecidos. La salida corregida se muestra en la siguiente tabla:

Grupo de edad Proporcion de seropositivos Grupo de edad Proporcion de seropositivos
(anos) Sarampion | Paperas | Rubeola (anos) Sarampion | Paperas | Rubeoéla
[1,2) 0.207 0.115 0.126 [17,19) 0.898 0.895 0.869
2,3) 0.301 0.147 0.171 [19,21) 0.959 0.911 0.844
[3,4) 0.409 0.389 0.184 21, 23) 0.957 0.920 0.852
[4,5) 0.589 0.516 0.286 23, 25) 0.937 0.915 0.907
[5,6) 0.757 0.669 0.400 [25,27) 0.918 0.950 0.935
[6,7) 0.669 0.768 0.503 [27,29) 0.939 0.909 0.921
[7,8) 0.797 0.786 0.524 29, 31) 0.967 0.873 0.896
8,9) 0.818 0.798 0.634 [31,33) 0.973 0.880 0.890
[9,10) 0.866 0.878 0.742 [33,35) 0.943 0.915 0.949
[10,11) 0.859 0.861 0.664 [35,40) 0.967 0.906 0.899
[11,12) 0.908 0.844 0.735 [40,45) 0.946 0.933 0.955
[12,13) 0.923 0.881 0.815 [45,55) 0.961 0.917 0.937
[13,14) 0.889 0.895 0.768 [55,65) 0.968 0.898 0.933
[14,15) 0.936 0.882 0.842 (65, 4+00) 0.968 0.839 0.917
[15,17) 0.889 0.869 0.760

Cuadro 3.3: Ejemplo de tabla con tamano ajustado a los margenes del documento.
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3.3. Figuras usando el entorno tabular

En algunos casos es necesario presentar varias imagenes dentro de un mismo entorno figure. Una
manera sencilla de hacerlo consiste en utilizar el entorno tabular, el cual permite organizar las figuras

en filas y columnas. A continuacion se muestra un ejemplo de su implementacion:

\begin{figurel}[ht!]

\begin{center}

\begin{tabular}{ccc}

\includegraphics[tamafio de la imdgen]{figurall} &
\includegraphics[tamafio de la imdgen]{figura2} &
\includegraphics[tamafio de la imdgen]{figura3} \\
(a) figura 1 & (b) figura 2 & (c) figura 3
\end{tabular}

\end{center}

\caption{Ejemplo de tres imigenes en un solo entorno figure}
\label{figl}

\end{figure}

Usando los datos de la Tabla 3.3, podemos construir los siguientes tres graficos:

1.0 1.0f 1.0
oo, OO 8. o @ POTTRS . e
4 .“!. PCe 0 @0 Nﬁ”“"‘-'.""'“"”‘ ___________ . ‘.'..'o.."},".,. . O, .
0.8 0.8F J 0.8+ ot/
4 0%
L] ie
06} 06F 06 3
: s
04} 04f 4 04r 8
; ‘
0.2F ¢ 02F i 02F &
& .
L s s
20 30 40 50 60 70 0 10 20 30 40 50 60 70 0 10 20 30 40 50 60 70
(a) sarampion (b) paperas (c) rubedla

Figura 3.2: Ejemplo de tres imagenes en un solo entorno figure: proporciéon observada de seropositivos
para las tres enfermedades consideradas en la Tabla 3.3.
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Capitulo 4

Conclusiones y Aplicaciones

En este capitulo se presentan las conclusiones generales del trabajo y se mencionan algunas de las
aplicaciones mas relevantes de la descomposicion QR en el ambito de la matematica aplicada, la estadistica
y la computacion cientifica. El objetivo es resaltar la importancia de esta factorizacion como herramienta

fundamental en la practica del algebra lineal numeérica.

4.1. Conclusiones Generales

Alolargo de este trabajo se estudiaron dos métodos clasicos para la obtencion de la descomposicion QR

de una matriz: el proceso de ortonormalizaciéon de Gram-Schmidt y las transformaciones de Householder.

Del analisis realizado, se pueden destacar las siguientes conclusiones principales:

= La descomposicion QR es un procedimiento que permite expresar una matriz A € R”*" como el

producto de una matriz ortogonal () y una matriz triangular superior R.

» El proceso de Gram-Schmidt proporciona una construccion paso a paso de una base ortonormal a
partir de un conjunto de vectores linealmente independientes. Si bien es un método intuitivo y de
gran valor pedagogico, presenta limitaciones en cuanto a estabilidad numérica, lo cual puede afectar

su implementacion en la practica computacional.

= Las transformaciones de Householder ofrecen un procedimiento mucho mas estable desde el punto
de vista numérico. Aunque su interpretacion geométrica es menos inmediata, constituyen la técni-
ca preferida en aplicaciones reales y en bibliotecas de software cientifico debido a su robustez y

precision.

= Elestudio comparativo muestra que, mientras Gram—Schmidt es util en la ensenanza y en problemas
de pequena escala, las reflexiones de Householder son indispensables en calculos de gran tamano y

en contextos donde la precision numérica es critica.
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4.2. Aplicaciones de la Descomposicion QR

La factorizacion QR ocupa un lugar destacado en multiples areas de la matematica y sus aplicaciones.

Algunas de las mas relevantes son las siguientes:

Resolucion de sistemas de minimos cuadrados

Uno de los usos mas comunes de la descomposicion QR es en la resolucion de problemas de minimos
cuadrados. Dado un sistema sobredeterminado Ax ~ b, la factorizacion QR permite transformarlo en el

sistema triangular

Rz = QTb,

el cual puede resolverse de manera directa y eficiente. Esta aplicacion es particularmente importante en
estadistica, analisis de datos y aprendizaje automatico, donde los problemas de regresion lineal aparecen

con gran frecuencia.

Calculo de valores propios

El algoritmo QR, basado en la factorizacion QR repetida de una matriz, es uno de los métodos mas
importantes y utilizados para la aproximacion de valores propios. Gracias a sus propiedades de estabili-
dad y convergencia, este método se ha convertido en un pilar de la teoria espectral numeérica y en una

herramienta indispensable en software de computo cientifico.
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